
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
 
ΘΕΜΑ 3ο  
 
Β. 1.       ݂΄΄ሺݔሻ െ 2݂΄ሺݔሻ െ 2݂΄ሺݔሻ ൅ 4݂ሺݔሻ ൌ 0 

   ሺ݂΄ሺݔሻ െ 2݂ሺݔሻሻ΄ െ 2ሺ݂΄ሺݔሻ െ 2݂ሺ߯ሻሻ ൌ 0    Έστω ݃ሺݔሻ ൌ ݂΄ሺݔሻ െ 2݂ሺݔሻ 

  ݃΄ሺݔሻ െ 2݃ሺݔሻ ൌ 0 ⇔ ݁ିଶ௫݃΄ሺݔሻ െ 2݁ିଶ௫݃ሺݔሻ ൌ 0 

  ⇔ ሺ݁ିଶ௫݃ሺݔሻሻ΄ ൌ 0 ⇒ ݁ିଶ௫݃ሺݔሻ ൌ ܿ ⇒ ݁ିଶ௫ሺ݂΄ሺݔሻ െ 2݂ሺݔሻሻ ൌ ܿ 

 
௫ୀ଴
ሳልሰ1 ∙ ሺെ݁ െ 2 ∙ 0ሻ ൌ ܿ ⇒ ܿ െ ݁ 

  ݁ିଶ௫ሺ݂΄ሺݔሻ െ 2݂ሺݔሻሻ ൌ െ݁ ⇒ ݂΄ሺݔሻ െ 2݂ሺݔሻ ൌ െ݁ ∙ ݁ଶ௫ 

  ⇒ ݁ିଶ௫݂΄ሺݔሻ െ 2݁ିଶ௫݂ሺݔሻ ൌ െ݁ 

  ሺ݁ିଶ௫݂ሺݔሻሻ΄ ൌ ሺെ݁ ∙ ΄ሻݔ ⇒ ݁ିଶ௫݂ሺݔሻ ൌ െ݁ ∙ ݔ ൅ ܿଵ
௫ୀ଴
ሳልሰ0 ൌ ܿଵ 

  ⇒ ݁ିଶ௫݂ሺݔሻ ൌ െ݁ ∙ ݔ ⇒ ݂ሺݔሻ ൌ െ݁ ∙ ݔ ∙ ݁ଶ௫ ⇒ ݂ሺݔሻ ൌ െݔ ∙ ݁ଶ௫ାଵ 

 

Β. 2.   ݂΄ሺݔሻ ൌ െ݁ଶ௫ାଵ െ ݔ ∙ 2 ∙ ݁ଶ௫ାଵ ൌ െ݁ଶ௫ାଵሺ2ݔ ൅ 1ሻ 

  	ߧ߬ߪ	ߙߪ߭ߧߦύߙ	ί߱߫ߪߟߥߛ	݂ ቀെ∞,െ ଵ

ଶ
ቃ				 

  	ߧ߬ߪ	ߙߪ߭ߧߥίߠ߮	ί߱߫ߪߟߥߛ ቂെ ଵ

ଶ
, ൅∞ቁ 

  ݔ	ߧ߬ߪ	ߧ߬ߪߡߛέߤ ൌ െ ଵ

ଶ
݂	ߧ߬									 ቀെ ଵ

ଶ
ቁ ൌ െቀെ ଵ

ଶ
ቁ ݁௢ ൌ ଵ

ଶ
 

 

Β. 3.       

lim
௫→ିஶ

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫→ିஶ

ሺെ݁ݔଶ௫ାଵሻ ൌ lim
௫→ିஶ

െݔ
݁ଶ௫ିଵ

ൌ lim
௫→ஶ

െ1
െ2݁ଶ௫ିଵ

ൌ lim
௫→ିஶ

݁ଶ௫ାଵ

2
ൌ 0 

 

lim
௫→ାஶ

݂ሺݔሻ ൌ lim
௫→ାஶ

ሺെ݁ݔଶ௫ାଵሻ ൌ െ∞ 

 

Β. 4.       ݂΄΄ሺݔሻ ൌ െ2 ∙ ݁ଶ௫ାଵ െ 2ሺ2ݔ ൅ 1ሻ݁ଶ௫ାଵ ൌ െ2݁ଶ௫ାଵሺ2ݔ ൅ 2ሻ 

 

Β. 5.      
݂΄ሺ݋ሻ ൌ െ݁ଵ ∙ 1 ൌ െ݁

݂ሺ݋ሻ ൌ 0
ൠ 	ߝ		 ∶ ݕ		 െ ݂ሺ݋ሻ ൌ ݂΄ሺߧሻሺݔ െ 0ሻ ⇒ ݕ ൌ െ݁ ∙  ݔ

  	ߧ߬ߪ	ή߬ߩ߭ߢ	ߡߙߥίߝ	݂	ߟ	ήߜߡߝߨ߃  ቂെ ଵ

ଶ
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ଵ

ଶ
, 0ቃ	 



Άߙߩ	߃ ൌ න ሺെ݁ݔ ൅ ݔ ∙ ݁ଶ௫ାଵሻ݀ݔ ൌ െ݁ ቈ
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Β. 6.                             ߦ → ݔ ∶ ݂ ቀ
గ

ସ
െ ቁݔ ൌ ݂΄ ቀ
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⇔ ݂ ቀ
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      ⇔ ቀ݂ ቀ
గ
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ൌ 0 

   Έ߱߬ߪ	݃ሺݔሻ ൌ ݂ ቀ
గ

ସ
െ ቁݔ ∙ ݔ									ݔߤߟ ቂ0,
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ቃ  	ߡߝ߯ߩάߨ߭	ߡ߬ߧ	ߝ߬ߝߦίߝߜ	ߙߥ		ίߝߢߩߙ				

  ߦ ∈ ቀ0,
గ

ସ
ቁ ߬έ߬ߙߡߧ	ώߝ߬ߪ	݃΄ሺߦሻ ൌ 0 

 
݃ሺ݋ሻ ൌ ݂ ቀ
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ସ
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ሳሰ ߦ		ߡߝ߯ߩάߨ߭		 ∈ ቀ0,
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ସ
ቁ ߬έ߬ߙߡߧ	ώߝ߬ߪ	݃΄ሺߦሻ ൌ 0 

 

ΘΕΜΑ 4ο  

 

A.         ݂	߬ߩ߭ߢή	 ⇔  ߙߪ߭ߧߦύߙ	ί߱߫ߪߟߥߛ	΄݂
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    ⇒ ׬ ሺ݂΄ሺݔሻሻ΄݁ି௫݀ݔ െ ׬ ݂ሺݔሻ ∙ ݁ି௫݀ݔ ൌ
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  ⇒ ሾ݂΄ሺݔሻ ∙ ݁ି௫ሿ଴
ଵ ൅ ׬ ݂΄ሺݔሻ݁ି௫݀ݔ
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  ⇒
௙ᇲሺଵሻ

௘
െ ݂΄ሺ݋ሻ ൅ ሾ݂ሺݔሻ ∙ ݁ି௫ሿ଴

ଵ ൅ ׬ ݂ሺݔሻ݁ି௫݀ݔ െ ׬ ݂ሺݔሻ ∙ ݁ି௫݀ݔ ൌ	
ଵ
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ଵ
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െ 1 ⇒ ⋯ ⇒ ݂΄ሺ݋ሻ ൌ 0. 

 



B.        ݂ሺ0ሻ ൌ 1,			݂΄ሺ0ሻ ൌ ݔ	ߙߩά	ߙߪ߭ߧߦύߙ	ί߱߫ߪߟߥߛ	΄݂					ߡߙߢ					0 ൌ 0	 

  ሻݔሺ΄݂	߫ߟ߬	ߙߞίߩ	ήߢߡߜߙߥߧߤ ൌ ݔ	ߙߡߛ	ߝό߬ߨߍ		.0 ൐ 0		
௙΄↑
⇔݂΄ሺݔሻ ൐ ݂΄ሺߧሻ ⇔ 

  ⇔ ݂΄ሺݔሻ ൐ ,ሺ0	ߧ߬ߪ	ߙߪ߭ߧߦύߙ	ί߱߫ߪߟߥߛ	݂	ήߜߙߣߟ߂			.0 ൅∞ሻ.		ߨߍό߬ߝ	 

  ݔ	ߙߡߛ ൐ 0
௙↑
⇔݂ሺݔሻ ൐ 1. 

 

Γ.       		ߙߩά	ή߫߯ߝߥ߭ߪ	ߡߙߢ	ߙߪ߭ߧߦύߙ	ί߱߫ߪߟߥߛ	݂	ߟ	ήߜߡߝߨ߃

݂൫ሾ0,൅∞ሻ൯ ൌ ሾ݂ሺ0ሻ, lim
௫→ାஶ

݂ሺݔሻ ൌ ሾ1,൅∞ሻ 

     

	ߝߤύߧߩߚ	ߙߥ	ߙߡ߁ lim
௫→ାஶ

݂ሺݔሻ		ߧߨߙ	݅݅݅ሻ		݂΄ሺݔሻ ൅ ሺെ2ݔሻ΄݂ሺݔሻ ൐ 0 ⇒ 

  ⇒ ሺ݁ିଶ௫ ∙ ݂ሺݔሻሻ΄ ൐ ሻݔሺ݄	ߝߤύߧߩ߱ߝߠ			0 ൌ ݁ିଶ௫ ∙ ݂ሺݔሻ			ߧ߬ߪ	ሾ0, ൅∞ሻ 

  ݄ሺ݋ሻ ൌ ݔ	ߝό߬ߨߧ					1 ൌ ሻݔሺ݄	߫ߟ߬	ߙߞίߩ	ήߢߡߜߙߥߧߤ				0 ൌ  	ߡߙߢ				1

  ݔ	ߙߡ߁			.ߙߪ߭ߧߦύߙ	ί߱߫ߪߟߥߛ	݄ ൐ 0	
௛↑
⇔݄ሺݔሻ ൐ 1 ⇔ ݂ሺݔሻ ൐ ݁ଶ௫. 

   

	ύߧ߮޿ lim
௫→ାஶ

݁ଶ௫ ൌ ൅∞				ߙߩߙ		ߡߙߢ	 lim
௫→ାஶ

݂ሺݔሻ ൌ ൅∞ 

  ݂ሺݔሻ ൐ ݁ଶ௫ ൐ 0 ⇒ 0 ൏
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௙ሺ௫ሻ
൏

ଵ

௘మೣ
 

   

	ή߫ߣߧߚߤߝߩߙߨ	ߧߡߩή߬ߡߩߢ	όߨ޿ lim
௫→ାஶ

1
݂ሺݔሻ

ൌ ሻݔሺ݂	ߝߤ	0 ൐ 0 

   

άߙߩ	, lim
௫→ାஶ

݂ሺݔሻ ൌ ൅∞ 

 

ΠΛΗΘΟΣ ΡΙΖΩΝ :  ln ݁௙ሺ௫ሻ ൌ ln 2016 ⇔ ݂ሺݔሻ ൌ ݈݊2016			 

݈݊2016	ήߜߡߝߨ߃ ∈ ݂൫ሾ0,൅∞ሻ൯ 

,ሾ0	ߧ߬ߪ	ߙߞίߩ	ήߢߡߜߙߥߧߤ	ߙߩά	ߙߪ߭ߧߦύߙ	ί߱߫ߪߟߥߛ	݂	ߡߙߢ ൅∞ሻ 

 

 



Δ. i.     ݂ሺ1ሻ ൌ 2 

  ሻݔሺ݃	ߙߡߛ	݋݊ܽݖ݈݋ܤ	ߙߤߟߩ߱ߝߠ ൌ 2݂ሺݔሻ െ  ሾ0,1ሿ	ߧ߬ߪ	ή߫߯ߝߥ߭ߪ	݃		ሾ0,1ሿ	ߧ߬ߪ	3

 	ߥ߱ߝߪή߬ߩߙߥ߭߯	ߥώ߯ߝߥ߭ߪ	߫ߡߝߦάߩߨ	߫߱

 
݃ሺ0ሻ ൌ 2݂ሺ0ሻ െ 3 ൌ െ1 ൏ 0
݃ሺ1ሻ ൌ 2݂ሺ1ሻ െ 3 ൌ 				1 ൐ 0

ൠ ݃ሺ0ሻ ∙ ݃ሺ1ሻ ൏ 0 

  ሺ0,1ሻ	ߧ߬ߪ	ߙߞίߩ	ߥߧ߬ߪߡά߯ߣ߭ߧ߬	ߙߡߤ	ߡߝ߯ߩάߨ߭ ⊆ ሺ0. ൅∞ሻ 

 

ii.    ሻݔ݂ሺ	ήߜߡߝߨ߃ ൐ 1 ⇒ ݂ሺݔሻ െ 1 ൐ 0		άߙߩ	 ׬ ሺ݂ሺݔሻ െ 1ሻ݀ݔ ൐ 0 ⇒
ଵ
଴  

  ⇒ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൐ ׬ ݔ1݀ ⇒ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൐ 1	
ଵ
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  .ߊ.߆	ߡߙߢ .ߒ ,ሾ0	ߙ߬ߪ	݂	ߙߡߛ ,ݔሾ	ሿݔ 1ሿ		ߙߠ	ߨ߭άߥ߭ߧ߯ߩ	ߦଵ ∈ ሺ0, ଶߦ			ሻݔ ∈ ሺݔ, 1ሻ 

  ߬έ߬ߧߡ	ώߝ߬ߪ	݂΄ሺߦଵሻ ൌ
௙ሺ௫ሻିଵ

௫
													݂΄ሺߦଶሻ ൌ

௙ሺଵሻି௙ሺ௫ሻ

ଵି௫
 

  ଵߦ		ߙߩά	ߙߪ߭ߧߦύߙ	ί߱߫ߪߟߥߛ	΄݂ ൏ ଶߦ
௙΄↑
⇔݂΄ሺ	ߦଵሻ ൏ ݂΄ሺ  ଶሻߦ

 
௙ሺ௫ሻିଵ
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൏

௙ሺଵሻି௙ሺ௫ሻ

ଵି௫

௫∙ሺଵି௫ሻவ଴
ሳልልልልልልሰ ሺ݂ሺݔሻ െ 1ሻ ሺ1 െ ሻݔ ൏ ݔ ∙ ሺ݂ሺ1ሻ െ ݂ሺݔሻሻ 

  ݂ሺݔሻ െ ሻݔሺ݂ݔ െ 1 ൅ ݔ ൏ ݔ2 െ ሻݔሺ݂ݔ ⇒ ݂ሺݔሻ ൏ ݔ ൅ 1 ⇒ 

  ⇒ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൏ ׬ ሺݔ ൅ 1ሻ݀ݔ ⇒ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൏
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  1			ά,ߢߡߣߝߒ ൏ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൏
ଷ

ଶ

ଵ
଴ . 

iv.   1		ߡߙߥίߝ	݂	ߙߩά	ߙߪ߭ߧߦύߙ	ί߱߫ߪߟߥߛ		݂	ήߜߡߝߨ߃ െ  .ߡߙ߬ߝέ߮ߩ߬ߪߡ߬ߥߙ	݂	ήߜߙߣߟߜ	1

  ׬ ݂ିଵሺݔሻ݀ݔ				ߠέ߬߱	݂ିଵሺݔሻ ൌ ݑ ⇔ ݔ ൌ ݂ሺݑሻ ⇒ ݔ݀ ൌ ݂΄ሺݑሻ݀ݑ
ଶ
ଵ  

  Άߙߩ			 ׬ ݂ିଵሺݔሻ݀ݔ ൌ ׬ ݑሻ݀ݑሺ΄݂ݑ ൌ ሾ݂ݑሺݑሻሿ଴
ଵ െ ׬ ݂ሺݑሻ݀ݑ ൌ

ଵ
଴

ଵ
଴

ଶ
ଵ  

  ൌ ݂ሺ1ሻ െ ׬ ݂ሺݑሻ݀ݑ ൌ 2 െ ׬ ݂ሺݑሻ݀ݑ
ଵ
଴

ଵ
଴ . 

 

  1	ߙߤߟώ߬ߩߝ	݅݅	߂	όߨ޿ ൏ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൏
ଷ

ଶ

ଵ
଴ ⇒ 2 െ
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ଶ
൏ 2 െ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൏ 2 െ 1
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